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Prubéh funkce

Pribéhem funkce rozumime uréeni vlastnosti funkce a nasledné nacrtnuti
grafu funkce. Graf pak dava mnohem lepSi pfedstavu o tom, jak néjaka
(zavisla) veliina reaguje na zménu jiné (nezavislé) veli€iny, napf. jak zavisi
ujeta draha na dobé, po kterou se predmét pohyboval.

Priklad: Zavislost rychlosti na Case néjakého télesa je dana funkci

v(t) = £ — 61 + 9¢, jde tedy o nerovnomérny pohyb. Z pfedpisu v8ak ziejmé
nemame zadnou predstavu o tom, jak se rychlost télesa menila. UrCime-li
vSak graf této funkce, vysledujeme nékolik udaji o pohybu:

v (m/s)
rycgﬂost
57T
10T
5__/_\
o0 1 2 3 4 5 t@-ts

Z grafu je vidét, Ze téleso prvni sekundu zrychlovalo (dosahlo rychlosti 4 m/s),
béhem dalSich dvou sekund se zastavilo a pak jeho rychlost rychle narustala.



Postup uréeni prubéhu funkce

Pro uréeni prubéhu funkce je potfeba urdit nasledujici vlastnosti:

Defini¢ni obor funkce

Chovani funkce v ,krajnich® bodech defini€niho oboru.

UrcCeni intervalll, na nichz je funkce rostouci, klesajici, prip. konstantni
a urceni extrema.

Ur€eni intervall, na nichz je funkce konvexni, konkavni a uréeni
inflexnich bodu.

UrCeni asymptot.

Nacrtnuti grafu.



Definicni obor

Defini€ni obor urCujeme stanovenim podminek pro predpis funkce. Zde je
pro pfipomenuti seznam vyrazu, u kterych je tfeba stanovit podminku:

1) Jmenovatel zlomku se nesmi rovnat nule.

N

Vyraz pod odmocninou musi byt vétSi nebo roven nule.

w

Vyraz v odmocniteli musi byt rizny od nuly.

o b

V zakladu logaritmu musi byt vyraz vétSi nez nula a riizny od jedné.

(0))

)

)

)

) V argumentu logaritmu musi byt vyraz vétSi nez nula.

)

) V argumentu tangens musi byt vyraz rtizny od n/2 + k.
)

\l

V argumentu kotangens musi byt vyraz rlizny od k.

Na vysoké Skole pak pribudou dalsi dvé podminky:

8) V argumentu arcsin a arccos musi byt vyraz z intervalu <-1; 1>,



Krajni body definichiho oboru

,Krajnimi“ body rozumime body, ve kterych konci jednotlivé intervaly
definicniho oboru, ze kterych se defini€ni obor sklada, resp. body, ve kterych
je funkce prerusena.

Chovanim v téchto bodech mame na mysli pfedevsim to, jakych hodnot v
nich funkce nabyva (resp. v jejich nejtésnéjSim okoli), pripadné jak v okoli
téchto bodu funkce roste Ci klesa.

Hodnoty urCujeme:

1. v pfipadé, ze bod patfi do D( /') (uzavieny interval) — prostym
dosazenim do predpisu funkce;

2. v pripadé, ze bod nepatfi do D( /) (otevieny interval) — pomoci
jednostrannych limit, resp. limit v nevlastnim bode.

Rust €i klesani v téchto bodech uréujeme pomoci jednostrannych derivaci.



Monotonie, extremy

Monotonii (tedy rast a pokles funkce) funkce uréujeme pomoci derivace. Na
intervalech, na nichz je derivace kladna, je plvodni funkce rostouci. Naopak
tam, kde je derivace zaporna, je pavodni funkce klesajici. Tam, kde je
derivace nulova, nastava bud maximum, nebo minimum, nebo inflexni bod.
Pri vypocCtu tedy nejdfive spoCteme derivaci funkce, kterou nasledné
polozime rovnu nule a urCime nulové body. Tyto nulové body naneseme na
Ciselnou osu spole€éné s podminkami pro derivaci a dosazenim
libovolnych Cisel z téchto intervalt uréime, zda je derivace kladna (funkce
roste) €i zaporna (funkce klesa). Rust &i pokles si zaznamename na osu.

Urceni extrému vyplyva rovnéz z derivace. Extrém totiz maze (ale nemusi)
nastat tam, kde je derivace nulova nebo kde derivace neexistuje. Zda jsou
tyto body maximem, minimem, inflexnim ¢€i jinym bodem, urCime z chovani
funkce na levém a pravém okoli bodu: je-li funkce vlevo od nulového bodu
rostouci a vpravo klesajici, jde o maximum. Opaéné minimum. Je-li funkce
z obou stran klesajici Ci z obou stran rostouci, jde o inflexni bod. Neni-li
derivace v bodé definovana a pfitom v ném puvodni funkce existuje, opét
porovname chovani funkce na levém a pravém okoli bodu.

U extréml nezapomeneme urcit jejich ypsilonové hodnoty dosazenim
nulovych bodd do puvodni funkce!!!



Konvexnost, konkavnost, inflexni body

Postup urcovani intervall, na nichz je funkce konvexni €i konkavni, je
analogicky s postupem pro urCovani monotonie s tim rozdilem, ze
derivujeme prvni derivaci, nikoliv puvodni funkci. Ziskame tak druhou
derivaci funkce, polozime ji rovnu nule, urCime nulové body a podminky,
naneseme na osu, dosazenim libovolnych bodu z jednotlivych intervald
uréime, zda je druha derivace kladna (pak je na tomto intervalu puvodni
funkce konvexni), €i zaporna (puvodni funkce je konkavni) ¢i rovna nule
(inflexni bod). ZjisSténé skuteCnosti si graficky oznaCime do Ciselné osy.

U inflexnich bodl nezapomeneme urdit jejich ypsilonové hodnoty
dosazenim nulovych bodu do puvodni funkce!!!



Asymptoty
Asymptoty jsou teCny v nekonecnu. Jelikoz jde o primky, lze je vyjadrit
pfedpisem y = kx + gq.
Hodnotu k£ spoditame pomoci nasleduijici limity:

lim / (x), resp. lim /()

X—>0 x X—>—00 x

Hodnotu g urCime pomoci nasledujici limity:
lim( £ (x) —kx), resp. lim (£ (x) - kx)
X—>0 X—>—00

Poznamka: limita pro x—oo ur€uje koeficienty pro asymptotu v +oo, limita pro

x——00 urcuje koeficienty asymptoty v —oo.



Nacrtnuti grafu

» Do soufadnych os naneseme zjisténé body — extrémy, inflexni body,
jednostranné limity, pro dal$i upfesnéni mozno dopoditat i priseciky se
souradnymi osami.

» NacCrtneme asymptoty.

» Spojité useky spojime krivkou, ktera ma vlastnosti ur€ené pro konkrétni
interval — zda roste, klesa, zda je konvexni Ci konkavni. V jednotlivych
bodech pak ménime vlastnosti spojovaci kfivky dle pfedchozich vypodta.
V mistech nespojitosti samoziejmé krivku prerusime a pokracujeme dle
jednostrannych limit.



Priklad — urceni definicniho oboru

2
X

Uréeme prabéh funkce f(x) =—
x +1

1. Predpis funkce obsahuje zlomek, nelze tedy dosadit takové hodnoty,
které by ve jmenovateli daly nulu. Tedy x> + 1 # 0, tedy x # —1.

Defini¢ni obor dané funkce je tedy D(f)= R\ {-1} = (—o0;—1) U (—1;+0).



Priklad — ,krajni® body

2. ,Krajnimi“ body definiéniho oboru jsou tedy —w, —1 a +o. Spoctéme tedy
limity:

x° i

lim : = lim —=0
X—>—0 ¥ _|_1 X—>—0 ¥

. x? 1 1
Iim 3 = 3
7307 i B 1 —1,0001+1 —0,0

1 ] 1
Iim ———= = = 00
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Priklad — monotonie, extremy

3. Urc“:ecne prvni derivaci funkce:
x> / 2x- (x> +1)—x"-3x° s s =y i D r by \! x-(2-x)
x’ +1 (x> +1)° (x> +1)° (x> +1)° (x+1)°

Nulové body jsou tedy (z ¢itatele) x = 0 a x = V2, podminkou (ze jmenovatele)

je x #—1. Naneseme na osu a dosazenim libovolnych €isel z intervall do
derivace urCime, zda je derivace na téchto intervalech kladna Ci zaporna.
Kladna derivace znaci rostouci puvodni funkci, zaporna klesajici.

D I NPV AN
N N\ 0 / 342 N\

V —1 je funkce pferusena, nemuze tam tedy nastat extrém, v 0 je minimum,
v 3\2 maximum. Dopoctéme jesté ypsilonové soufadnice extrému:

f(0)=0302+1=0 f(i/i)z(g?;zi/fio,sw

Soufadnice extrému jsou tedy Min = [0;0] a Max = ['V2;'V4/3] = [1,2599; 0,5291].



Priklad — konvexnost, konkavnost,
inflexni body

4. UrCeme druhou derivaci funkce (vyuzijeme tvar prvni derivace jesté pred
rozkladem Citatele na soucin):

2 /, 2-4x")- (x> +1)° = 2x—x*)-2(x’ +1)-3x>
[(ﬁ +1)2j / (x* +1)*
(D2 +2-4x° —4x7 —12x° +6x°)  2(x°=T7X +1)
/ (x* +1)* (1)
Nulové body (z Citatele) vypocitdme nasledovné: zavedeme substituci y = x°
— vznikne vyraz y? — 7y + 1, ktery rozloZzime dosazenim do vzorce pro

kvadratickou rovnici:
7T 411 74445 7435
2-1 2 2

Vratime substituci a dopoCitame x: y, = 7+§J§ =3'% :13/ 7+;J§ =1,8995

y, = 7_5‘/5 — £ =\3/ 7_;’“/5 =0,5264

V1.2




Naneseme na osu nuloveé body a podminku a dosazenim libovolnych Cisel
z intervalti do druhé derivace uréime, zda je druha derivace na téchto
intervalech kladna Ci zaporna. Kladna derivace znaci konvexni puvodni

funkci, zaporna konkavni.

e
v \_/ 0,53 ITTRTTED U/

Dopocitame jesté ypsilonove souradnice inflexnich bodu dosazenim do
predpisu plvodni funkce:

0.5264°
0,5264) = — =0,2419
/A ) 0,5264° +1
1.8995°
1,8995) = — =0,4594
Al ) 1,8995° +1

Souradnice inflexnich bodu jsou tedy
[, =10,5264; 0,2419] a I, =[1,8995; 0,4594].



Priklad — asymptoty

Koeficienty asymptoty urCime dle uvedeného postupu:

2
X
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= lim —=0
e
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X—>0 30 X—>0 X X—»0 x4 _|_ X

g lim (1 () kx)—hm( 4 —O-szO

=0

x| x° 41

g, :lim(f (x)- kx)—hm( 3 —O-szO

x> x° +1

Funkce ma tedy jednu asymptotu y = 0 (pfimka splyvajici s osou x).



Priklad — nacrtnuti grafu

4__

Posledni usek na
intervalu (1,8995; «0):

funkce je konvexni,
klesa z inflexniho
bodu I, k ose x.

I@n 1 P 3 4 Intervalu (0; 0,5264): funkce je

Do grafu si znazornime bod nespojitosti.
Zakreslime extremy.
Zakreslime inflexni body.
Asymptota splyva s osou x.

Zakreslime prvni usek funkce na
intervalu (—oo;—1). Funkce ,pfichazi® z
nuly (od asymptoty), je konkavni, klesa
do —x.

Interval (—1;0): funkce ,pfichazi“ z «, je
konvexni, klesa do minima Min.

konvexni, roste z minima Min do
inflexniho bodu I,.

Interval (0,5264; 2): funkce je
konkavni, roste z inflexniho bodu I, do
maxima Max.

Intervalu (*v2; 1,8995): funkce je
konkavni, klesa z maxima Max do
inflexniho bodu L.



Poznamka

V praxi se k uréeni prubéhu funkce vyuziva vypocetni technika. Pouziva se
specialni matematicky software — napf. Graphmatica, Maple, Mathematica,
MatLab a dalsSi, pripadné je mozné vyuzit online aplikace, napf.

http://www.walterzorn.com/grapher/grapher e.htm,
http://graph.seriesmathstudy.com/,
http://rechneronline.de/function-graphs/,
http://people.hofstra.edu/steven r costenoble/graf/graf.html

a mnohé dalsi.



